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Київський турнір математичних• бо ги

РОЗДІЛ 7
КИЇВСЬКИЙ ТУРНІР МАТЕМАТИЧНИХ БОЇВ
За часів Радянського Союзу в Києві було дві провідні фізико-математичні школи - Київська фізико-математична школа-іитернат при Київському державному університеті (теперішня УФМЛ) та школа № 145 (зараз Природничо- науковий ліцей № 145). Перша школа набирала до своїх лав найкращих юних математиків з усієї України, а друга - з міста Києва. Зараз ситуація в Києві суттєво змінилася. Майже у кожному районі міста утворились ліцеї, гімназії з поглибленим вивченням природничих иаук, які збирають до своїх лав кращих учнів району або навіть усього міста. УФМЛ так само стала приймати до своїх лав не лише учнів з інших міст, а й учнів-киян. Таким чином утворилась низка навчальних закладів, які задають той математичному життю нашого міста, конкурують, спілкуються між собою, боряться за талановиту молодь тощо. Керівництво олімпіад повністю підтримує цю здорову конкуренцію, намагається, щоб діти брали участь у різноманітних змаганнях.
Восени 2005 року проведено перший такий турнір, у якому брали участь учні 9-10 класів з шести навчальних закладів міста Києва - ліцеїв "Лідер", "Наукова зміна", Русанівського, УФМЛ, ПНЛ № 145 та гімназії № 178. З часом кількість учасників турнірів суттєво розширилась, так турніри з другого по четвертий проходили вже у двох лігах - молодшій для учнів 8 та 9 класів (інколи у командах брали участь і окремі учні 7-х класів) та старшій для учнів 10-11 класів. П'ятий турнір був проведений вже у трьох лігах - молодшій для учнів 7 та 8 класів, середній для учнів 9 класів та старшій для учнів 10-11 класів. Якщо деякі школи не можуть виставити повноцінні команди, або задля парної кількості команд-учасниць, утворюються збірні команди двох навчальних закладів. Вперше у п'ятому турнірі у середній лізі взяла участь команда Львівського фізико- математичного ліцею, що зробило наш турнір відкритим. Київські турніри і в подальшому відкриті для окремих учасників з інших шкіл, які можуть виступати у складі обраної команди або для команд з інших регіонів України-
Традиційно Київський турнір матбоїв розпочинається з каруселі, що проводиться у приміщенні факультету кібернетики Київського національного університету імені Тараса Шевченка. "Математична карусель" проводиться між учнями провідних математичних шкіл міста Києва. Це також змагання, на якому обговорюються плани змагань на майбутнє. У складі кожної команди є по 6 або 7 учасників (іиколн навіть і менше), при цьому нема ніяких обмежень на кількість команд. В подальшому протягом турніру проводитиметься від 4 до 5 турів математичних боїв.
IV Київський турнір математичних боїв
Київська математична карусель (2007 р.)
У 2007 році "Карусель" провадилась у неділю 23 вересня 2007 року. Змагання проводилось у двох лігах - старшій 10-11 класи (взяли участь 14 команд) та молодший 8-9 класи (взяли участь 21 команда).
Молодша ліга Вихідний рубіж
1. (286)
Основи рівнобічної трапеції 3 і 12. Середини більшої основи з'єднана з кінцями меншої основи двома прямими, які перетинають діагоналі в двох точках. Знайти відстань між цими двома точками.
2. (287)
У трьох сім'ях чоловіки на 3 роки старші від своїх дружин. Відомо, що Іван на 3 роки молодший від Надії, Федору і Марії разом 56 років, а Степану і Олені - 50 років. Хто з ким одружений?
3. (288)
Знайти той розв'язок рівняння 15г2 — 7у2 = 9 в натуральних числах, у якого найменше значення приймає сума (а; -І- у).
{
(а; + у)2 = г2 + 4, (у + г)2 = х2 + 9, {г 4- х)2 = у2 + 36.
5. (290)
Чому дорівнює "ПЛАТА" в наведеному ребусі, який записано в семирічній системі числення: "ТОРТ+ТОРТ+ТОРТ=ПЛАТА"?
6. (291)
Трикутник має медіани 3,4,5. Який тип цього трикутника, тобто він гострокутний, прямокутний чи тупокутний?
7. (292)
Є п'ять монет ціною 1,2,3,5,10 піастрів, вага яких у грамах повинна відповідати ціні монети, але одна з них фальшива, її вага не рівна її ціні (більша чи менша - невідомо). За скільки щонайменше зважувань монет на чашкових вагах без гір можна знайти фальшиву монету?
8. (293)
Знайти усі трійки натуральних чисел (а,Ь,с), (а > Ь > с), для яких виконується умова - добуток будь-яких двох чисел з трійки збільшений на 1 ділиться на третє число.
(294)
Розмістити на площині 4 точки таким чином, щоб попарні відстані між ними утворювали числа: 1,2,3,4,5,6.

9. (295)
Летів табун одноголових сороканіжок та триголових драконів. У них було всього 26 голів та 298 ніг. Скільки ніг у триголових драконів?
10. (296)
На колі за рухом годинникової стрілки розставлені букви А,В,С,Б, які розбивають коло на 4 дуги. Скількома способами можна позначити ці дуги маленькими буквами а, Ь, с, (1, якщо забороняється позначати дугу буквою, якою позначений один з кінців дуги?
11. (297)
Розташуйте на площині 7 прямих, які перетинаються рівно в 9 точках.
12. (298)
Знайти всі натуральні розв'язки рівняння: х2 — -1- "2 — 7
13. (299)
Запишіть наступний член послідовності:
111,213,141,516,171,...
14. (300)
У крузі відмітили точку (рис. 13). Розрізати заданий круг на 3 частини так, щоб з них можна було скласти новий круг такого самого радіуса, для якого відмічена точка стала центром.
15. (301)
Розмістить числа 1,2,3,...,9 у дев'яти вузлах квадрата 2x2, розділеного на 4 одиничні квадрати так, щоб добуток чисел у вершинах кожного одиничного квадрата дорівнював написаному в цьому квадраті числі (рис. 14).
16. (302)
Знайти дві останні цифри числа 44*.
17. (303)
У жорстокому бою 70 із 100 піратів втратили око, 75 - одне вух, 80 дістали поранення в руку, а 85 поранення в ногу. Відомо, що усі ті пірати, хто зазнав відразу чотирьох різних ушкоджень загинули. Скільки піратів щонайменше загинули?
18. (304)
Знайти звичайний дріб з найменшим додатним
<г 96 97 знаменником, яка лежить між дробами та
19. (305)
Відомо, що а<Ь<с<сІ<е і а + Ь + с + <і+е = 100. Яке найменше можливе значення виразу а + с + е?
Заліковий рубіж
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Рис. 14
1.(306) Чотири учні на одне і те ж саме запитання про деяке число відповіли так:

Олег. Це число не ціле; квадратний корінь з нього є раціональним числом.
Ігор. Це число більше від 4; воно ірраціональне.
Вадим. Це число менше 2; воно записується періодичним десятковим
дробом.
Федір. Це число дорівнює відношенню периметра квадрата до суми його діагоналей; воно наближено дорівнює 3.
У кожній відповіді правильна лише одна частина. Про яке число запитували дітей?
2. (307)
Бісектриси внутрішніх кутів трикутника відносяться як 2:2:1. Знайти кути трикутника.
3. (308)
Скільки одиниць в десятковому запису числа
5 = 9 + 99 + 999 +... + 99^9.

2007
4. (309)
Розв'язати в цілих числах систему рівнянь:
X + у + 2 = З, Я3 + у3 + г3 = 3.
5. (310)
За круглим столом сидять 12 аборигенів, кожний з яких є або брехуном (завжди каже неправду), або лицарем (завжди каже правду). Кожен сказав: "Лише один з моїх сусідів - брехун". Скільки лицарів було за столом?
6. (311)
У ААВС кут АА дорівнює півсумі двох інших. Пряма АМ перетинає сторону ВС в точці М так, що ААМВ = 60° і ВМ = 2МС. Знайти кут ААВС.
7. (312)
Знайти найменший корінь рівняння: х—[л/х\ =2007, де [а] - це найбільше ціле число, що не перевищує а.
8. (313)
Сума цифр числа х дорівнює у, сума цифр числа у дорівнює г. Які значення може приймати число х, якщо х + у + г = 60?
9. (314)
Намалювати приклад багатокутника і точки всередині нього такі, що жодна сторона з цієї точки не видна повністю.
10. (315)
Кубічний корінь з натурального числа дорівнює кількості його тисяч (не цифрі тисяч). Знайти усі такі числа.
11. (316)
Розташувати на площині 9 прямих та 9 точок таким чином, щоб через кожну точку проходило рівно 3 прямі, і на кожній прямій було розташовано рівно 3 точки.
12. (317)
Чому дорівнює слово "ДРАКА" в наведеному числовому ребусі "УДАР+УДАР=ДРАКА"?
13. (318)
Знайти три попарно різні натуральні числа k, І, т, такі сума
111«: 1 „ 1
— + - Н
була менша за але якомога ближчою до -.
кіт
2
2
14. (319)
Середини сторін АВ і CD, ВС і ED п'ятикутника ABCDE з'єднані відрізками. Середини Н і К одержаних відрізків також з'єднані. Знайти довжину НК, якщо АЕ — 2.
15. (320)
Розв'язати рівняння п + S(n) = 2007, де S(n) - сума цифр натурального числа п.
16. (321)
Скількома різними способами можна на шаховій дошці 8x8 розставити найбільшу можливу кількість шахових слонів, жодні два з яких не загрожують один одному?
17. (322)
Є три числа а = 2, Ь — 3, і с > 0. Відомо, що для будь- якого натурального п з відрізків довжиною ап,Ьп і с" можна утворити трикутник. В яких межах може змінюватися значення с?
18. (323)
Квадрат розбитий на декілька прямокутників таким чином, що будь-яка горизонтальна пряма перетинає рівно 1000 прямокутників, а будь-яка вертикальна пряма - рівно 6 прямокутників (розглядаються лише ті прямі, що не містять сторін прямокутників). Яка найменша можлива кількість прямокутників розбиття?
19. (324)
У клітинах квадратної таблиці 2007 х 2007 розставлені числа. Назвемо "хрестом" таку фігуру, що складається з повного стовпчика та повного рядка. Сума чисел, що утворюють хрест будь- який хрест не менше за 4013, яке найменше значення може мати сума усіх чисел таблиці?
20. (325)
У трикутнику ABC виконується рівність: ha = Іь — тс (висота рівна бісектрисі та рівна медіані, усі проведені з різних вершин). Яке найбільше значення може мати відношення найбільшої сторони трикутника до його найменшої сторони?
Старша ліга Вихідний рубіж
1. (326)
Знайти усі функції / : R -* К такі, що для усіх дійсних х, у справджується рівність: f{x — f(y)) = 1 — х — у.
2. Дивись задачу № 311.
3. Дивись задачу № 320.
4. (327)
Числа x,y,z такі, що х2 + 3у2 + z2 = 1. Якого найбільшого значення може набувати вираз х + 2у + 4z?
5. (328)
Розв'язати нерівність: х/3 + ж+ -х > \/27 - х2.
6. Дивись задачу № 308.
7. (329)
На координатній площині задано чотирикутник ABCD, вершини якого мають-такі координати: >1(0,8), В(—4,4), С(0, —6), D(6, —6). Знайти координати такої точки всередині чотирикутника, що прямі, які цю точку з'єднують з серединами сторін ділять його на чотири частини з рівними площами.
8. (330)
Перед забігом 6 спортсменів А,Б,В,Г,Д,Е три експерти висловили свої прогнози: АБВГДЕ, АВБЕДГ, ВДЕАГБ. Перший вгадав три номери з шести, але не вгадав жодної пари бігунів, які фінішували послідовно. Другий не вгадав жодного місця, а третій вгадав одне місце. В якому порядку фінішували спортсмени?
9. Дивись задачу № 309.
10. (331)
Переріз правильної трикутної піраміди зі стороною основи а є квадрат зі стороною Ь. Знайти об'єм піраміди.
11. Дивись задачу № 293.
12. Дивись задачу № 316.
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14. Дивись задачу № 298.
15. Дивись задачу № 325.
16. (333)
На колі за рухом годинникової стрілки розставлені букви A,B,C,D,E, які розбивають коло на 5 дуг. Скількома способами можна позначити ці дуги маленькими буквами a,b,c,d,e якщо забороняється позначати дугу буквою, якою позначений один з кінців дуги?
17. Дивись задачу № 302.
18. (334)
Розв'язати нерівність:
у/2х - 1 + jZx - 2 > \f Ах - 3 + \/Ьх - 4.
(335)
Чому дорівнює слово "SIXTY" в числовому ребусі "TEN+TEN+FORTY=SIXTY"?

20.(336) На декартовій площині задані точки і4(5,5) і £(1,-1). Написати рівняння прямої, яка проходить через початок координат та для якої сума відстаней від точок А, В до прямої буде найбільшою.
Заліковий рубіж
1.(337) Розв'язати систему рівнянь
чисел (х, у, г) виконуються умови: 1 < х < у < г < 2000.
2. Дивись задачу № 315.
3. (338)
У крузі відмітили точку (рис. 15). Розрізати заданий круг на 2 частини так, щоб з них можна було / скласти новий круг такого самого радіуса, для якого V відмічена точка стала центром.
^
^
4. (339)
Розв'язати систему рівнянь:
Рис. 15
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5. (340)
Знайти усі функції / : К —» К такі, що для усіх дійсних х,у справджується рівність: / (а;2 + у) = /(а;) + / (у2) •
6. (341)
Усі цифри деякого чотирицифрового числа, яке є точним квадратом, можна зменшити на одне і те саме число так, що нове чотирицифрове число також буде точним квадратом. Знайти усі такі числа.
7. Дивись задачу № 314.
8. (342)
Знайти всі розв'язки рівняння 3 • 2Х+2 + 5х = 8 • 3* + 5.
9. (343)
16 натуральних чисел становлять геометричну прогресію, при цьому перші 4 є восьмицифровими, наступні 5 дев'ятицифровими, далі 4 - десятицифровими, останні 3 - одинадцятицифровими. Знайти перше і останнє числа цієї прогресії.
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якщо для
(344)
На координатній площині задано трапеція АВСИ, вершини якого мають такі координати: А(—2,4), В(4,4), С(14, —6), £>(—7, —6). Знайти координати такої точки трапеції, для якої сума відстаней до прямих, на яких розташовані сторони трапеції, є найменшою.

10. Дивись задачу № 321.
11. (345)
Числа х,у,г такі, що х2 + у2 = 1. Якого найбільшого значення може набувати вираз Ах2 + 2%у + 2у2?
12. (346)
Основа піраміди - квадрат. Двогранні кути при послідовних сторонах основі відносяться як 1 : 2 : 4 : 2. Знайти ці кути.
13. (347)
Знайти суму С2°007 + С24007 + С|007 + ... +
14. Дивись задачу № 318.
15. Дивись задачу № 324.
16. (348)
Знайти всі функції / : К —» К, для яких при будь-яких дійсних х виконується рівність: х (/(х) + /(—х) + 2) + 2/(—х) = 0.
17. (349)
Вписане в рівнобедрений трикутник коло проходить через ортоцентр трикутника. Знайти кути трикутника.
18. (350)
При якому значенні параметра а система: х + у + г = а,
ху + хг + уг = а, має рівно три розв'язки? хуг = 1,
19. (351)
Вісім лицарів круглого столу кожен рік в один і той самий день збираються за круглим столом, при цьому вони обов'язково виконують умову - кожного року у кожного лицаря повинна бути нова пара сусідів. Скільки років щонайбільше можуть продовжуватись їхні зустрічі?

Математичні бої (2007-2008 рр.)
На жаль, у 2007-2008 навчальному році виникли певні організаційні проблеми, оскільки в боях виявили бажання прийняти участь по 9 команд у кожній лізі, що е недоречним для турніру, оскільки матбій - це змагання двох команд, тому кількість учасників повинна бути парною. Також внаслідок введення незалежного тестування для випускників було зробленим неможливим проведення заключного п'ятого туру боїв, оскільки, починаючи з квітня, учні 11-х класів приймали участь у загальнодержавному тестуванні з різних предметів. Цих предметів виявилось дуже багато, від них залежала подальша доля випускників щодо вступу у ВНЗ, тому ми не мали морального права їм заважати.
Математичний бій 1
(21 жовтня 2007 року, ліцей № 208)
Молодша ліга
1. (352)
Довести твердження: якщо для сторін а,Ь,с деякого трикутника справджується нерівність а2 + Ь2 > 5с2 , то с - найменша сторона цього трикутника.
2. (353)
Розглядаються усі тричлени вигляду ах2 + Ьх + с з натуральними коефіцієнтами, які не перевищують 100. Яких тричленів більше: тих, що мають дійсні корені, чи тих, що не мають?
3. (354)
У трикутнику АВС проведені бісектриси АК та ВМ , які перетинаються в точці І. Доведіть, що якщо ІМ = ІК , то £А = £В або ^С = 60°.
4. (355)
Нехай 0 < х,у < 1 . Доведіть нерівність
2у/(х2 - 1)(у2 - 1) < 2(х - 1)(у - 1) + 1.
5. (356)
На території країни, яка має форму квадрата зі стороною 1000 км, знаходиться 51 місто. Країна має можливість прокласти 11000 км доріг. Чи вистачить їй цього для того, щоб сполучити між собою усі 51 місто?
6. (357)
Правильний шестикутник поділено на 24 рівних трикутники. У всіх вузлах утвореної решітки стоять різні числа. Доведіть, що серед цих 24 трикутників розбиття знайдеться хоча б 7 таких, в вершинах яких числа записані в порядку зростання проти руху годинникової стрілки.
7. (358)
Доведіть, що число 11L-.11 має щонайменше 50 дільників.
2010
8.(359) В коло вписані трикутники 7\ і , при цьому вершини трикутника Т2 є серединами дуг, на які коло розбивається вершинами трикутника Ті. В перетині ці два трикутники утворюють шестикутник Б. Доведіть, що його діагоналі, які з'єднують протилежні вершини, паралельні сторонам трикутника Ті та перетинаються в одній точці.
Старша ліга
1. (360)
Нехай хі + х2 +... 4- хп = уі + у2 +... + ут < тп , де ач, у^ - деякі натуральне числа. Довести, що в рівності можна викреслити деякі доданки (але не всі!), щоб воно залишилось вірним.
2. (361)
Чи існує таке натуральне число А, що при приписуванні його до самого себе в десятковому запису вийде точний квадрат цілого числа?
3. (362)
У дім вода подається трубою, на якій установлено п кранів, кожен з яких може бути або відкритим, або закритим, причому початкове положення невідоме. Відомо, що для того, щоб відкрити воду, треба одночасно відкрити усі крани. Слюсар переключає крани по одному, щоб вгадати потрібне положення. Яка мінімальна кількість переключень йому треба, щоб гарантовано відкрити усі крани?
4. Дивись задачу № 359.
5. (363)
Нехай [о, 6, с] - НСК натуральних чисел а, Ь,с . Чи може для яких-небудь натуральних чисел х, у, г виявитись, що:
[х,у,г\ = [х + І.у+І.г + І] = [х + 2, у + 2, г + 2]
6. Дивись задачу № 357.
7. Дивись задачу № 358.
8. (364)
Заданий квадрат АВСИ, його перетнули смугою ширини, що дорівнює стороні квадрата. Ця смуга перетинає сторони АВ, ВС, СБ, БА квадрата в точках К, Ь, М, N відповідно. Довести, що кут між відрізками NЬ та КМ складає 45°.
Математичний бій 2
(2 грудня 2007 року, ліцей "Лідер")
Молодша ліга
1. (365)
Задано АABC , у якого АВ > ВС . На стороні АВ вибрана точка Р така, що 2АР = АВ + ВС , а на дузі UАВ його описаного кола, що не містить С , вибрано точку Q таку, що PQJ.AB . Нехай точка М - середина АС , точка R = MP П ВС . Довести, що точки М, Q, R, С лежать на одному колі.
2. (366)
Розв'язати в натуральних числах рівняння х2 — ху — у2 = 1.
3. (367)
Площину розфарбували в два кольори. Довести, що знайдеться трикутник з вершинами одного кольору, у якого кути рівні 12
4
- • 180° , - • 180° , - • 180°. 7
7
7
4. (368)
У нас є (mn + 1) коробка. Довести, що можна знайти (т +1) коробку, що не поміщаються одна в одну, або (п + 1) коробку, які можна одна в одну поступово упакувати.
5. (369)
Відомо, що для натуральних чисел х, у число (х2+у2 + 1):ху.
х2 + у2 + 1
Довести, що
= 3.
ху
6. (370)
Довести , що для додатних а,Ь,с виконується нерівність:
(« + 2 Ь)2 (Ь + 2с)2 (с + 2а)2 ___ + ___ +
> 27.
7. (371)
Є чотирикутник, у якого послідовні сторони дорівнюють a,b,c,d. Чи завжди для його площі S справджується нерівність: 2 S < ас + bd.
8. (372)
Натуральне число А утворене з натурального числа В записом його цифр у зворотному порядку, при цьому число АВ не ділиться на 10 . Для яких натуральних чисел k може справджуватись рівність: А = кВ.
Старша ліга
1.(373) У просторі дано точки Аі,Ві,Сі,А2,В2,С2, причому площини АіВіСі та A2B2C2 не співпадають, а прямі Л1Л2, -В1Д2, С1С2 перетинаються в точці Р. На відповідних прямих вибираються

такі точки А3 Є ВіСі, В3 Є ЛіСь С3 є АіВі, що прямі А3А2, В3В2, С3С2, перетинаються в точці С}. Нехай А4 — РА3 П В2С2, В4 — РВ3 П Л2С2, С4 = РС3 П В2А2. Довести, що прямі А2А4, В2В4, С2С4, РС) перетинаються в одній точці.
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3.(375) Довести для додатних чисел нерівність
а + Ь + с + й
с + (1 + е + /
е + / + а+ Ь
[image: image6.jpg]a+b+c+d+f+§+c+d+e+f+b+g et ftarbtd+g




2.(374) Нехай М - точка, що розташована всередині правильного п-кутника. Довести, що знайдуться такі його різні вершини А і В, що
(376)
Задано гострокутний ААВС та точку Р всередині нього. Сі,Ві - проекції Р на АВ і АС. В0,С0 - основи висот ВВ0 та ССо- Точка Р0 симетрична Р відносно середини В\С\. Позначимо таким чином точки перетину прямих ВР П АС — В3, СР П АВ = С3, С0Р0 П АС = В4, В0Р0 П АВ = С4. Довести, що точки В3,С3, В4, С4 лежать на одному колі.
(377)
Знайдіть усі функції / : К2 —» Е такі, що для будь яких {хі,Х2,...,Х2007} С Д
/ (/ (/ (•••/ (/(яі> *2), Х3) ...) , £2007)) = Хі + Х2 + ... + Ж2007*
Дивись задачу № 369.
Дивись задачу № 368.
(378)
Клітинки нескінченої шахової дошки послідовно нумерують таким чином: на першій кутовій клітинці ставиться номер 0, а потім кожній клітинці приписується найменший можливий номер, ще не використаний для нумерації якихось попередніх клітинок тієї ж горизонталі або тієї ж вертикалі. Який номер отримає при цьому клітинка, що стоїть на перетині 100-ї діагоналі і 1000-ї вертикалі?
Математичний бій З
(16 грудня 2007 року, ліцей № Ц2)
Молодша ліга
1.(379) Нехай 0 < a,b,c,d < ^ • Довести нерівність:
abed
(1 - а)(1 - b)(l - с)(1 - d)
(а + Ъ + c + d)4- (4-a-b-c-d)4

2. (380)
Для якого найбільшого числа п в квадраті 7x7 можна відмітити п клітинок, так щоб центри жодних чотирьох клітинок не були вершинами прямокутника зі сторонами, паралельними сторонам квадрата.
3. (381)
Знайдіть усі трійки цілих чисел (ж, у, z) , такі що
х2 + у2 + z2 = 2xyz.
4. (382)
Знайдіть усі розв'язки рівняння х2 = у5 — 4 у цілих числах.
5. (383)
Відомо, що в трикутнику ABC центр вписаного кола, середина сторони AB і точка дотику зовніописаного кола зі стороною ВС лежать на одній прямій. Довести, що трикутник ABC прямокутний.
6. (384)
Всередині паралелограма ABCD обрана точка К, така що середина сторони AD рівновідцалена від точок К і С, а середина сторони CD рівновідцалена від точок К і А. Нехай N - середина відрізка ВК . Довести, що кути ZNAK і ZNCK рівні.
7. (385) 200 футбольних команд проводять чемпіонат. Кожен день усі команди грають рівно по одній грі. Доведіть, що після шостого дня можна вказати 34 команди, жодні дві з яких не грали одна з одною.
8. (386)
Чи існує такий поліном Р(х) , що у нього є принаймні один від'ємний коефіцієнт, а коефіцієнти будь-якої його степені Рп(х), п > 1 - додатні.
Старша ліга
1. (387)
Нехай п - натуральне число, аі,а2,... ,а„ є
. Довести нерівність:
аіа2...ап
(1 -аі)(1 -а2)-(1 -ап)
(аі + аг + ... + а„)п " (п-а! -а2 - ... — а„)"
2. (388)
Для якого найбільшого числа п в квадраті 13 х 13 можна відмітити п клітинок, так щоб центри жодних чотирьох клітинок не були вершинами прямокутника зі сторонами, паралельними сторонам квадрата.
3. (389)
Чи існує функція / : R+ -» R+, така що
/2(я) > Дх + у)(Дх) + у) V®, у Є R+.
4. (390)
На висотах трикутника ABC (або їх продовженнях) обрано точки А\ , Ві і Сь такі що ААі = ВВі = СС\ — R — ОІ. Нехай О, І - центр описаного та вписаного кіл в ДABC відповідно. Довести що точки А\ , В\ і Сі , лежать на одній прямій.
5. (391)
Дано трикутник ABC. Довести, що прямі Ейлера для трикутників ABI, ВСІ, САІ перетинаються в одній точці, де І - інцентр ААВС . Нагадаємо, що прямою Ейлера трикутника називається пряма, що проходить через ортоцентр та центр описаного кола.
6. (392)
Чи знайдуться в просторі п'ять точок такі, щоб попарні відстані між ними були різні, а периметр будь-якого просторового п'ятикутника з вершинами в цих точках був однаковим.
7. Дивись задачу № 385.
8. Дивись задачу JV« 381.
Математичний бій 4
(16 березня 2008 року, УФМЛ)
Молодша ліга
1. (393)
Для яких натуральних чисел п > І справджується твердження: якщо сума цифр числа ділиться на п , тоді і саме число ділиться на п?
2. (394)
На площині відмітили 6 точок так, що будь-які три із них не лежать на одній прямій. Доведіть, що коли вибрати будь-які 9 трикутників із вершинами у цих точках, тоді дані 6 точок можна пофарбувати у два кольори так, щоб вершини будь-якого з вибраних трикутників були не всі одного кольору.
3. (395)
Знайдіть всі дійсні значення а такі, що для будь-яких п є N виконується рівність |vn + а + 5j = [>/n + 2j .
4. (396)
Доведіть, що для довільного а існує трикутник із сторонами у/а2 — а 4- 1 , у/а2 + а + 1 , у/Аа2 + 3 , і площа цього трикутника не залежить від а.
5. (397)
В трикутнику ABC провели бісектрису AD. Пряма І дотикається описаних кіл трикутників ABD і ACD в точках М і N. Доведіть, що коло, яке проходить через середини відрізків BD, DC і MN, дотикається до прямої І.
6. (398)
У прямокутник ABCD вписали правильний трикутник так, що одна вершина лежить у вершині А, а дві інші - лежать на сторонах, які не містять вершину А. Доведіть, що площа одного прямокутного трикутника, "відрізаного" стороною правильного вписаного трикутника, дорівнює сумі площ двох інших таких прямокутних трикутників.
7. (399)
На дошці записали вираз
*х2008 + *х2007 + **2006 + ... + ** + *. Двоє по черзі записують замість знаків * цілі числа. Гра буде закінчена, коли замість кожного знаку * буде записане число. Перший гравець вважається переможцем, якщо при будь-яких цілих значеннях х, значення отриманого многочлену буде кратне ЗО, інакше переможцев вважається другий гравець. Чи може перший гравець, незалежно від гри другого гравця, забезпечити собі виграш ?
8. (400)
Доведіть, що коли для додатних чисел а , Ь і с виконується рівність а + Ь + с— 1, тоді справджується нерівність
Старша ліга
1. (401)
На сторонах ВС , CA , AB трикутника ABC вибрано точки
Ах , Вх , Сі відповідно так, що
=
= = 2 - л/З .
На сторонах ДЛіВіСі вибираються точки А2 , В2 , С2 , які ділять сторони В\С\ , СіАі , А\Ві відповідно в такому самому відношенні. З ДА2В2С2 виконують ту ж саму дію, і т.д. Чи обов'язково серед трикутників АіВіСі , і Є N зустрінеться трикутник, подібний до ААВС.
2. (402)
Довести або спростувати існування многочлена з цілими коефіцієнтами, коренем якого є число \/2 + \/і + >/2.
3. (403)
Дано 2008 множин, кожна з яких містить 45 елементів. Об'єднання будь-яких двох з них містить 89 елементів. Скільки елементів містить об'єднання всіх 2008 множин?
4. (404)
Маємо 10 діжок, які містять 1,2,..., 10 літрів води відповідно. Дозволяється в кожну діжку долити з іншої стільки літрів, скільки в ній знаходиться, якщо це можливо. Яку найбільшу кількість літрів можна зібрати в одній діжці, якщо кожна діжка може вмістити 60 літрів?
5. (405)
На дошці виписано 2008 цифр так, що число, яке складається з будь-яких двох цифр, що стоять поряд, ділиться на 17 або на 23. Перша цифра 9. Знайти останню.
6. (406)
Відомо, що кожен учень класу протягом дня був один раз на ковзанці, причому кожний хлопчик зустрівся там з кожною дівчинкою. Довести, що був момент часу, коли або всі хлопці, або всі дівчата класу одночасно знаходились на ковзанці.
7. (407)
Для чисел x,y,z Є (2,4) довести нерівність:
®
У
z
~2
 + 
 + -Ц
 > 1.

у — Z Z — X X —у
8. (408)
На сторонах квадрата ABC Б відмітили точки M,N,K,L (на кожній стороні рівно по одній точці). Довести, що периметр чотирикутника MNKL не менший, ніж 2АС.
9. (409)
В просторі вибрано 2008 різних площин. Довести, що знайдеться сфера, яка перетинає рівно 1000 площин.
10. (410)
Прямокутний трикутник вписаний в параболу у = х2. Довести, що гіпотенуза трикутника не менше 2.
Математичний бій 5
(20 квітня 2008 року, ліцей "Престиж")
Молодша ліга
1. (411)
В абетці країни Сімка лише 7 літер а, Ь, с, (1, е,/,д. Два слова називаються спорідненими, якщо з першого можна отримати друге, а з другого перше за допомогою таких операцій:
1) змінити кожну з літер за таким правилом: а —» Ьс, Ь —* ссі, с —* (Іе, в. —» е/, е —» /<?, / —* да, д —» аЬ\
2) якщо одна літера стоїть між двома однаковими, то ці дві однакові літери можна видалити, наприклад, аса —* с.
Довести, що усі слова споріднені.
2. (412)
Нехай нам заданий трикутник АБС та деякі точки Б, Е на сторонах АС, АВ відповідно такі, що прямі ВБ, СЕ та бісектриса кута /-ВАС перетинаються в одній точці Р, яка розташована всередині ААВС. Довести, що в чотирикутник АБРЕ можна вписати коло тоді і тільки тоді, коли АВ = АС.
3. (413)
Кожне натуральне число пофарбоване в один з двох кольорів - червоний або зелений таким чином, що виконуються такі три умови:
1) сума трьох червоних чисел (не обов'язково різних) - червоне число;
2) сума трьох зелених чисел (не обов'язково різних) - зелене число;
3) існують числа, що пофарбовані в червоний колір, а також існують числа, які пофарбовані в зелений колір.
Знайти усі можливі розфарбування, які задовольняють ці умови.
4. (414)
Знайти найменше натуральне число п, для якого
виконується така умова: якщо п:(р — 1) і р - просте число, то п'.р.
5. (415)
Знайти всі цілі розв'язки рівняння:
(Ж)ЧЖ)2+(Ж)2+(Ж)2 - *
ЯКЩО Хі > Х2 > Хз > Х4 > Х5.
6. (416)
Для додатних чисел х, у, г, які задовольняють умову

1
1

 2, довести нерівність: 8хуг < 1.
1 + ге 1+2/ 1 + 2

7. (417)
Побудувати трикутник ААВС, знаючи довжину медіани ть, довжину висоти Лс і величину кута /3 = ААВС.
8. (418)
а) Чи існує трицифрове число, куб якого закінчується на 777?
б) Чи для будь-якого набору з трьох цифр, остання з яких не 0, існує куб, що закінчується цим набором цифр?
9. (419)
Кожне з чисел х\,х2,—,хп дорівнює "+1" або "-1". Відомо, що х\х2 + х2хз + — + х„-іхп + хпХі = 0. Довести, що п ділиться на 4.
10. (420)
Скільки сторін може мати опуклий багатокутник, усі діагоналі якого мають однакову довжину?

V Київський турнір математичних боїв
Київська математична карусель (2008 р.)
У 2008 році змагання були проведені 21 вересня 2008 року. На відміну від попередніх років, цього року змагання проводилось у трьох лігах - старшій 10- 11 класи (взяли участь 17 команд), середній 9 класи (взяли участь 8 команд) та молодший 7-8 класи (взяли участь 16 команд).
Молодша ліга
Вихідний рубіж
1. (421)
Декілька ящиків важать 10 тонн, але кожен з них не більше ніж 1 тонна. Яку найменшу кількість машин, що перевозять не більше З тонн вантажу, точно вистачить, щоб перевезти весь вантаж?
2. (422)
Яку найменшу кількість шахових слонів треба поставити на шахівниці розміром 9x9, щоб вони загрожували кожній клітині? (клітина, на якій безпосередньо стоїть слон, також вважається під загрозою)
3. (423)
На площині задані чотирикутник та п'ятикутник (не обов'язково опуклі), при цьому жодна вершина одного не розташована на стороні іншого багатокутника. Яка найбільша можлива кількість точок перетину їх сторін?
4. (424) Знайти найбільший спільний дільник чисел (а + Ь) і (а2 + б2), де а = З3 • 77 • 99 і Ь = 55 • II11.
5. (425)
Нехай ^ + у + ^ = 0. Які значення може приймати вираз
z2
х2
у2
6. (426)
Замок має форму рівностороннього трикутника. Кожна сторона розбита на 6 частин і весь замок розбитий на 36 маленьких кімнат, кожна з яких є рівностороннім трикутником. Всередині кожної стінки у кожній кімнаті є двері. Людина хоче обійти максимум кімнат, але не має право виходити за межі замку і не може побувати у кожній кімнаті більше одного разу. Скільки кімнат вона може відвідати?
7. (427)
У трикутника ABC його кути пов'язані співвідношенням: /LA < £В < Z.C. В яких межах може змінюватись величина кута ZABC.
8. (428)
Розв'язати в натуральних числах рівняння: х2 — ху + у2 = 7.
9. (429)
В 1997 році людині було стільки ж років, яка сума цифр року її народження. У якому році народилась людина?
10. (430)
Розв'язати числовий ребус "УДАР+УДАР=ДРАКА", де різним буквам відповідають різні цифри.
11. (431)
Периметр трикутника з сторонами а,Ь,с дорівнює 15. Знайти довжини його сторін, якщо відомо, що вони цілі числа і с-Ь = Ь-а> 0.
12. (432)
Знайти дві останні цифри числа 20092009.
13. (433)
Є плитка шоколаду 4 х 8, за один крок ми ламаємо її на дві частини вздовж прямої, що розділяє квадратики. За скільки таких кроків ми одержимо усі окремі квадратики 1x1?
14. (434)
У шаховому турнірі в одне коло грали 8 учасників. За перемогу дається 1 очко, за нічию - -, за поразку - 0. Той, хто посів друге місце, набрав стільки ж очок, скільки учасники, що посіли останні 4 місця. Серед партій, що між собою зіграли 4 учасники, які посіли перші 4 місця, було принаймні 3 нічиї. Скільки очок набрав переможець турніру?
15. (435)
Скільки трикутників зображено на рис. 16 |-'""""''"'",".'""""і
16. (436)
Знайти усі двоцифрові числа А, для яких з чотирьох наведених нижче умов дві справджуються, а Дві - ні.
4 І уі
с
Рис. 16
1) А ділиться на 5;
2) А ділиться на 23;
3) (А + 7) - точний квадрат;
4) (А — 10) - точний квадрат.
17. (437)
Є 242 монети, серед яких одна монета фальшива і легша за інші, а усі інші - справжні. За скільки зважувань на терезах з двома чашами та без гір можна визначити фальшиву монету?
18. (438)
На острові живуть брехуни, які завжди кажуть неправду, та лицарі, які завжди кажуть правду. Зустрілися 3 особи: "А", "В", "С". "А" каже, що "В" брехун, "В" каже, що "А" і "С" різного типу, "С" каже, що "А" - лицар. Хто є хто?
19. (439)
Точка К - середина сторони АВ квадрата АБС Б, а точка Ь Є АС і АК : ЬС = 3:1. Знайти АКЬБ.
20. (440)
Знайти найбільше двоцифрове число, яке можна записати у вигляді суми десяти послідовних натуральних чисел.
Заліковий рубіж
1. (441)
Кожне з чисел х\,х2,..., хгооб дорівнює "-1","0" або "+1". Яке найменше значення може приймати сума усіх можливих попарних добутків цих 2008 чисел?
2. (442)
Скількома різними способами можна пофарбувати грані кубу У 6 різних кольорів (кожна грань повністю фарбується в один колір) якщо різними вважаються ті фарбування, які не можна сумістити обертанням кубу?
3. (443)
У рівнобедреному ААВС кут при вершині /АВС — 80°. Всередині цього трикутника вибрана точка О таким чином, що АО АС = 10 °,АОСА = 30°. Знайти кут ААОВ.
4. (444)
Знайти усі натуральні числа, які рівно у 12 разів більші від суми своїх цифр.
5. (445)
1000 точок утворюють опуклий багатокутник, всередині цього багатокутника ще задані 500 точок таким чином, що жодні 3 з цих 1500 точок не лежать на одній прямій. Багатокутник розрізають на трикутники таким чином, що вони мають вершинами усі ці 1500 точок. Скільки при цьому утворилося трикутників?
6. (446)
На дошці написані числа 1,2, ...,20. Двоє грають в таку гру, вони по черзі ставлять перед цими числами знаки "-" та "+" (знак можна ставити перед будь-яким вільним числом). Перший прагне, щоб одержана після розстановки усіх 20 знаків сума була якомога меншою за модулем, а другий - навпаки. Яку найбільшу за модулем суму може забезпечити другий гравець?
7. (447)
Висоти ДАВС перетинаються в точці Н, відомо, що НС = АВ. Знайти кут при вершині С.
8. (448)
Розв'язати в простих числах рівняння: ху + 1 = г.
9. (449)
В олімпіаді взяли участь 4 хлопці з різних класів - Саша, Паша, Толя і Коля, а також 4 дівчини - Ніна, Даша, Діна та Маша - по одній з тих класів, що й хлопці. Ніна розв'язала 4 задачі, Даша - З, Діна - 2, Маша - 1. Саша розв'язав стільки ж задач, скільки і його однокласниця, Паша, Толя і Коля розв'язали відповідно в 2, 3 та 4 рази більше від своєї однокласниці. Усіма разом було розв'язано 32 задачі, хто з дівчат однокласниця Толі?
10. (450)
Розв'язати числовий ребус
"ДОШКА+ДОШКА+ДОШКА=ЛОДКА", де різним буквам відповідають різні цифри.
11. (451)
У компанії з 2008 людей кожному до вподоби рівно k людей з цієї компанії (відношення подобатись не симетричне, тобто якщо людині А подобається Б, то не обов'язково людині Б подоб сіється А). При якому найменшому k можна стверджувати, що в цій компанії є двоє, які подобаються одне одному?
12. (452)
Сторони трикутника а, Ь,с цілі числа, одна зі сторін дорівнює 16. Знайти довжини сторін, якщо ^ = j > 1.
13. (453)
Знайти всі прості числа х,у, для яких 7х2 — 2у2 = 13.
14. (454)
Скільки існує восьмицифрових чисел, у яких усі цифри йдуть у спадному порядку?
15. (455)
Які кути може мати рівнобічна трапеція, якщо вона діагоналлю розбивається на два рівнобедрені трикутники?
16. (456)
3 книги випав її шматок, перша сторінка має номер 387, а номер останньої записаний такими самими цифрами. Кільки сторінок могло випасти з книги?
17. (457)
Число 4913 має цікаву властивість: (4 + 9 + 1 + З)3 = 4913. Знайти ще одне чотирицифрове число, же при піднесенні до куба має аналогічну властивість.
18. (458)
Кругла галявина обсаджена деревами. Хлопчик і дівчина йшли навколо галявини в одному напрями, але не поруч, і рахували дерева. Дерево, яке було у дівчини 7-м, у хлопця було 20-м, а дерево, Яке у хлопця було 7-м у дівчини було 93-м. Скільки дерев росте навколо галявини?
19. (459)
В опуклому чотирикутнику ABCD рівні діагоналі, /.ВАС = /ADB і /CAD + /ADC = /ABD. Знайти /BAD.
20. (460)
Знайти всі прості х, для яких число Юх2 — 47х + 1 є квадратом цілого числа.
Середня ліга
Вихідний рубіж
1. Дивись задачу № 421.
2. Дивись задачу № 422.
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3. Дивись задачу № 447.
4. Дивись задачу № 424.
5. Дивись задачу № 441.
6. Дивись задачу № 426.
7. (461)
Задана точка М всередині деякого ААВС. Скільки щонайбільше можна провести через М прямих, щоб вона відтинала трикутник, подібний до ААВС?
8. Дивись задачу № 453.
9. Дивись задачу № 425.
10. Дивись задачу № 430.
11. Дивись задачу № 423.
12. Дивись задачу № 432.
13. Дивись задачу № 429.
14. Дивись задачу № 434.
15. (462)
Три відрізки з кінцями на сторонах трикутника та паралельні його сторонам проходять через одну точку і мають однакову довжину. Знайти цю довжину, якщо сторони трикутника дорівнюють 4,5,6.
16. Дивись задачу № 436.
17. Дивись задачу № 457.
18. Дивись задачу № 438.
19. Дивись задачу № 449.
20. Дивись задачу № 455.
Заліковий рубіж
Зх
2х
З
1. (463)
Розв'язати рівняння: —=—


 — —=

 = —.
4 '
р
2х2 - Зх + 4 2ж2 - х + 4 5
2. Дивись задачу № 442.
3. (464)
Всередині кола з радіусом 2 на відстані 1 від центра О задана точка А. На колі вибирається така точка М, що кут /АМО максимальний. Знайти величину цього максимального кута /АМО.
4. (465) На дошці записана цифра 2. Після цього дописуються цифри таким чином, щоб кожне двоцифрове число, яке утворюють сусідні цифри ділилося на 17 або на 23. Яка цифра буде записаною на 2000-му місці?
5. (466)
На карті міста відмічені точками, при цьому усі відстані між містами різні. Кожне місто з'єднується маршрутом з найближчим до нього. Скільки щонайбільше маршрутів може входити до деякого міста?
6. Дивись задачу № 446.
7. (467)
У ААВС відомі сторони АВ = 13, ВС = 20, АС = 21. На площині вибирається така точка М, що сума радіусів кіл, які описані навколо ААВМ і АВМС, є найменшою. Знайти суму радіусів цих кіл.
8. Дивись задачу № 448.
9. (468)
Знайти найменше число ж, для якого виконується рівність: [ж] {ж} = 2008, де [ж] - ціла, а {ж} - дробова частина числа ж.
10. Дивись задачу № 450.
11. Дивись задачу № 443.
12. Дивись задачу № 452.
13. (469)
На площині проведено 8 прямих, жодні дві з яких не паралельні. Вибираємо серед усіх прямих найменшій кут, що утворюється при їх перетині. Яке найбільше значення може приймати величина цього кута?
14. Дивись задачу № 451.
15. (470)
У компанії з 2008-х людей серед будь-яких чотирьох можна вибрати принаймні одного, який знайомий з іншими трьома. Яка найменша кількість людей буде у цій компанії, які знайомі з усіма?
16. (471)
Знайти всі цілі невід'ємні числа а,Ь,с,сІ, для яких справджуються обидві рівності:
5а - ЗЬ + 8с + 7с? = 5 і 9а - 19Ь + 24с - Ш = 5.
17. (472)
У кожній клітині дошки розміром 9x9 сидить жук. За командою кожен жук переповзає в одну з клітин по діагоналі. Скільки щонайменше виявиться вільних клітин?
18. Дивись задачу № 459.
19. Дивись задачу № 460.
20. Дивись задачу № 461.
Старша ліга
Вихідний рубіж
1. (473)
Розташуйте числа а, Ь, с в порядку зростання, якщо вони усі лежать на проміжку |о, ^J і задовольняють умови:
cos а = a, sin cos b = b, cos sin с — c.
2. Дивись задачу № 442.
3. Дивись задачу № 464.
4. Дивись задачу № 424.
5. (474)
Нехай х,у додатні числа, s = min у + і, . Знайдіть найбільше можливе значення s.
6. Дивись задачу № 426.
7. Дивись задачу № 467.
8. (475)
Три натуральні числа утворюють геометричну прогресію, сума якої дорівнює 133. знайти найбільше число, яке може бути членом цієї прогресії.
9. Дивись задачу № 463.
10. Дивись задачу № 422.
11. Дивись задачу № 443.
12. Дивись задачу № 452.
[image: image7.jpg]Ty =z + 2y,
13.(476) Poss’ssatu cucremy piBHAHB: { yz =y + 3z,
Tz = z +4x1.




14. Дивись задачу № 451.
15. (477)
Кожні дві сусідні сторони 14-кутника на площині взаємно перпендикулярні, жодні дві сторони не лежать на одній прямій. Яка найбільша кількість точок самоперетину сторін такого багатокутника?
16. (478)
Розв'язати рівняння 5х + 7х = 2 • 6*.
17. (479)
Знайти усі функції, які визначені на усій дійсній прямій та задовольняють для довільних х, у умову: f(x)f{y) — /(ж — у).
18. Дивись задачу № 458.
19. (480)
Яку найбільшу площу може мати трикутник, сторони якого а, Ь, с знаходяться у таких межах: 2<а<3<Ь<4<с<5?
20.(481) За площині задано 5 точок, жодні три з яких не лежать на одній прямій. Розглядаються усі трикутники з вершинами в цих точках, серед усіх кутів трикутника вибирається найменший. Яке найбільше значення може прийняти цей найменший кут?
Заліковий рубіж
1. (482)
Яке найменше натуральне число а, для якого знайдеться квадратний тричлен ах2 + Ьх + с з цілими коефіцієнтами Ь, с, який має два різних додатних корені, що меиші 1?
2. Дивись задачу № 446.
3. (483)
На яку найбільшу кількість частин можуть розбити площину два опуклих 2008-кутника?
4. (484)
В А ABC, всі сторони якого різні, бісектриса кута А перетинає сторону ВС в точці D. Знайти величину AD, якщо відомо, що AB - BD — А, АС + CD = 9.
. .
.
.
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5. (485)
Розв язати в цілих числах х, у, z рівняння
1
1
=3.
z у х
6. (486)
Після виступу 20 фігуристів кожен з дев'яти суддів на свою думку розподіляє місця учасників з 1-го по 20-те. При цьому виявилось, що у кожного місця, які присуджені йому різними суддями, відрізняються не більше ніж на 3. Обчислимо суми місць кожного учасника та розташуємо їх у порядку зростання: Сі < с2 < — < С2о • Яке найбільше значення може приймати сі?
7. (487)
Коло радіуса 1 поділене точками А\, А2, А4 на чотири рівні дуги. На колі вибирається точка М, для якої досягається максимум виразу А\МА + А2МА + А3М4 + А4Ма. Знайти значення цього максимуму.
8. Дивись задачу № 465.
9. Дивись задачу № 468.
10. (488)
У першості з футболу виступають 20 команд. Скільки матчів повинно було зігране щонайменше, щоб серед будь-яких трьох команд виявилось принаймні дві, які вже між собою зіграли.
11. (489)
З ЗО рівних прямокутників склали прямокутник, який подібний до малих прямокутників. Яким може бути відношення більшої сторони до меншої у цих прямокутників?
Дивись задачу № 470.

13.(490) Розв'язати систему рівнянь
14. (491) Знайти усі трійки натуральних чисел а,Ь,с, які є сторонами трикутника, у якого діаметр описаного кола дорівнює 6,25.
15. (492)
На поверхні кубу з ребром 1 розташована замкнена ламана. На кожній грані кубу знаходиться принаймні одна ланка ламаної. Яку найменшу довжину може мати довжина цієї ламаної?
16. (493)
Обчислити суму аі + а2 4 ... + а2оо8, де
1
а„ =
(п + 1 )л/п + пу/п 41
17. (494)
У деякій країні будь-які два міста зв'язані один з іншим одним з трьох видів транспорту - автобус, потяг чи літак. Відомо, що не існує міста, який забезпечений усіма трьома видами транспорту, одночасно не існує таких трьох міст, будь-які два з яких пов'язані одним тим самим типом транспорту. Яка максимальна кількість міст у цій країні, якщо відомо, що кожен тип транспорту присутній у транспортній схемі?
18. (495)
Відомо, що х2 4 -у2 4 —^г2 = 1 . Яке найбільше значення
4 16 може приймати вираз (ж 4- у — г)?
19. Дивись задачу № 459.
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20. Дивись задачу № 460.

Математичні бої (2008-2009 рр.)
Цього року внаслідок перевантаженості другого півріччя у школярів всілякими заходами (олімпіади, відбори, тестування тощо) було вирішено провести весь турнір у першому півріччі. Для цього природнім була кількість команд у кожній лізі 4 або 8. Тому у молодшій лізі були подані замовлення від 9 команд, тому була сформована збірна Політехнічного ліцею (дебютант наших змагань) та ліцею № 142. Аналогічно у середній лізі утворилася збірна Русанівського ліцею та ліцею № 142. V молодшій та старшій лігах, де було по 8 команд, змагання проводилися за системою, при якій переможці потрапляли відповідно у верхню частину списку розподілу місць, а ті, хто програв - у нижню. У середній лізі при 4 командах кожна команда зустрілася з кожною.
Математичний бій 1
(19 жовтня 2008 року, ліцей "Наукова зміна")
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Рис. 17
Молодша ліга
1. (496)
3 множини {1,2, ...,9} вибрали декілька різних елементів так, що сума будь-яких двох з них різна. Скільки щонайбільше елементів можна було вибрати?
2. (497)
Довести, що сума 6 послідовних натуральних чисел, кожне з яких не кратне 7, ділиться на 21, але не ділиться на 42. Знайти 6 таких чисел, сума яких є чотирицифровим числом, яке є повним квадратом натурального числа.
3. (498)
Чотири точки А, В, С, D розташовані таким чином, що AB = АС і AD = BD у точній відповідності до рис. 17. Точка Е лежить на промені С А за точкою А. Позначимо кути ZBAE — а, ZADB = (3. Відомо, що а + /3 = 200°. Знайти Z.CBD.
4. (499)
Відомо, Що дійсні числа х, у, z задовольняють умови х + у + z — 2008 та
111
1 тт
—І
1— = ——-. Довести, що одне з чисел х, у, z дорівнює 2008.
хуг 2008
(500)
Маємо таблицю 4x4, усі одиничні комірки якої пофарбовані у білий колір. Дві комірки називаються сусідніми, якщо у них є спільна сторона. З один крок вибирається 1 комірка, після цього обрана комірка, а також усі її сусідні комірки міняють свій колір на

5. протилежний (білі стають чорними, чорні - білими). Після 16 кроків усі комірки стали чорними. Знайти усі можливі значення п.
6. (501)
Знайти усі числа a,b,c,d , для яких одночасно виконуються такі рівності:
a+b+c+d= 20 та ab + ас + ad + bc + bd+ cd — 150.
7. (502)
Знайти натуральне число А , для якого виконується рівність:
А2 = И^-2^2.
2008 1004
8. (503)
На відрізку АС вибрана деяка точка В, по один бік від цього відрізку побудовані ріиносторонні трикутники АВМ та BCN. Прямі AN та CM перетинаються в точці L. Знайти у градусах величину кута ZCLN.
Середня ліга
1. (504)
Нехай І та О - відповідно центр вписаного та описаного кіл ААВС, нехай ZAIO = 90°, ZCIO = 45°. Знайти відношення АВ :ВС : СА.
2. Дивись задачу № 497.
3. (505)
Нехай множина 5 С (1,2, ...,2008), яка складається з 756 різних чисел. Показати, що є два різних елементи а, Ь є 5 такі, що сума (а -І Ь) ділиться на 8.
4. Дивись задачу № 499.
5. Дивись задачу № 200.
6. (506) Знайти усі прості числа р, q, г, для яких виконується рівність:
7. (507) Точка М - середина основи AB рівнобедреного ААВС, точка N на бічні стороні така, що MNA.BC і точка S - середина відрізку MN. Довести, що AN ICS.
8. (508)
Довести, що якщо а,Ь,с - сторони трикутника, то справджується нерівність:
а3 +Ь3 + ЗаЬс > с3.

Старша ліга
(509)
Нехай Р - внутрішня точка А АБС, через неї проведені три прямі Іа, Іь, 1с, які паралельні відповідним сторонам трикутника. Позначимо такі точки: Іс П а = Ь, Іа П Ь = М, Іь П с = N. Довести
ВЬ СМ AN 1 нерівність: — • ш ■ — <
Дивись задачу № 505.
Дивись задачу № 504.
(510)
Для додатних чисел а, Ь,с таких, що (а 4 Ь)(Ь 4 с)(с4-а) =8,
+ Ь?+с3
довести нерівність: а + ^ + с > у ~
(511)
У гострокутного ААВС АВ ф АС проведені бісектриса АУ та висота АБ, навколо ААУБ описане коло, яке перетинає сторони АС, АВ у точках Е, Р відповідно. Довести, що прямі ВЕ, Сі7 і АВ перетинаються в одній точці.
(512)
Знайти усі функції / : К —» К, для яких для довільних дійсних х, у виконується рівність: /(ж2 — у2) = (х — у){/(х) 4- /(у)).
1
шш-
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(513)
Знайти усі трійки простих чисел х,у,г, які задовольняють умови х 4 у + г = 12319 та І 4 ^ 4 \ =
(514)
Від прямокутника зі сторонами а, Ь з кута вирізано трикутник з катетами с,сІ (катет с вибирається на стороні а, як це показано на рис. 18). У ту частину прямокутника, що залишилась після відрізання треба вписати прямокутник найбільшої можливої площі, сторони якого паралельні сторонам початкового прямокутника. Знайти цю найбільшу площу.
Дивись задачу № 500.
(515)
Нехай а, Ь - довільні натуральні, більші 2. Довести, що існує натуральне число к та скінченна послідовність тії, ..., Пк натуральних чисел, таких що п\ = а, пь = Ь та щщ+і ділиться на (тц 4 Иі-м) для кожного і — 1,2,..., к.

Математичний бій 2
(16 листопада 2008 року, Технічний ліцей, ПНЛ Xі 145)
Молодша ліга
1. (516)
а,Ь,с- різні натуральні числа, такі що, а - дільник Ь+с + Ьс, Ь - дільник а + с + ас і с - дільник а + Ь + аЬ. Довести, що ці числа а, Ь, с не можуть усі одночасно бути простими.
2. (517)
Від квадратного аркушу паперу, який розділений п.-і одиничні квадратики, з лівого нижнього кута вирізали маленькші квадратний шматок, який містить цілу кількість одиничних квадратиків. Який був розмір загального аркуша, якщо після відрізання шматка він містить рівно 124 одиничні квадратики?
3. (518)
У правильний шестикутник зі стороною 2 (усі кути правильного дорівнюють 120°) довільним чином кинули 51 точку жовтого або блакитного кольору. Довести, що обов'язково знайдуться принаймні дві точки одного кольору, відстань між якими не перевищує 1.
4. (519)
Відомо, іцо а,Ь - прості числа, більші за 3, то число (а - b)(a -І- Ь)

й
ЦШЄ-
5. (520)
У гострокутного трикутника ABC (АС < AB) точки О та І відповідно - центри описаного та вписаного кіл цього трикутника.
Довести, що ZIAO = ~(ZC - ZB).
6. (521)
Числа А і В складаються з однакових цифр, які відрізняються лише порядком. Відомо, що А + В = Ю10, довести, що число А ділиться на 10.
7. (522)
На площині розташовані 2008 точок. Пряма не проходить через жодну з них. Скільки щонайбільше відрізків з кінцями у заданих точках вона може перетнути?
8. (523)
П'ять чоловік одягнені у блакитний чи червоний капелюхи. Людина, яка одягнена у блакитний капелюх, завжди каже правду, а людина, що одягнена у червоний капелюх, завжди бреше. Кожен з них сказав таке:
Олександр: "Я бачу 4 блакитні капелюхи". Борис: "Я бачу 3 блакитні та 1 червоний капелюх". Сергій: "Я бачу 1 блакитний та 3 червоних капелюхи". Дмитро: "Я бачу 4 червоних капелюхи".
Юхим взагалі нічого не сказав. У який капелюх кожен з них одягнений?
Середня ліга 1.(524) Довести для додатних а, Ь, с нерівність;
аЬ + Ьс + са а + Ь + с
2. (525)
Нехай АВСБ - чотирикутник, у якого АБ\\ВС. З точки С на пряму АВ проведено перпендикуляр СЬ (Ь Є АВ), з точки А проведено перпендикуляр АК до прямої АБ (К є ВС). О - центр описаного навколо А АС Б кола. Відомо, що прямі АК, СЬ і БО перетинаються в одній точці. Довести, що АВСБ - паралелограм.
3. Дивись задачу № 516.
4. Дивись задачу № 521.
5. (526)
Заданий ААВС. Чи можна його поділити на 4 частини, :і яких можна побудувати 2 трикутника, які подібні до ААВС, які по кожну частину можна використати лише один раз?
6. (527)
Маємо білий прямокутник 9 х п, розбитий на одиничні квадратики. Юхим та Михайло грають у таку гру. За один свій хід дозволяється зафарбувати у цій таблиці у чорний колір або будь-який одиничний білий квадратик, або два одиничних білих квадрати, які мають спільну сторону. Перемагає той, хто зафарбовує останній білий квадратик. Першим починає Юхим. Хто перемагає у цій грі залежно від п?
7. Дивись задачу № 523.
8. (528)
Знайти такі дійсні різні числа а, Ь, с, і, для яких виконуються такі умови:
1) рівняння ах2 + Нх + с = 0 має дійсні корені хьх2;
2) рівняння Ьх2 + сіх + а = 0 має дійсні корені х2,хз\
3) рівняння сх2 + аЬх + Ь = 0 має дійсні корені хз,хі, де числа хі,х2,хз також різні.
Старша ліга
1. Дивись задачу № 524.
2. Дивись задачу № 516.
3. (529)
Нехай п - натуральне число кратне 4. Знайти кількість перестановок а кортежу (1,2, ...,п), які задовольняють умову: с(І)+ +ег-1 (_?') — п +1 для усіх з Є {1,2, ...,п}, Тут під <7(_?) розуміємо номер місця на яке переставлене число і, а під
- число, яке займає позицію
4. (530)
Коло, що вписане у ААВС, дотикається до його сторін ВС, СА, АВ у точках £), 1?, Р відповідно. Точка X - внутрішня точка ААВС, коло, що вписане у АХВС дотикається до його сторін ВС, СХ, ХВ у точках £>. У, 2 відповідно. Довести, що чотирикутник
- вписаний.
5. (531)
Довести, що для кожного п > 1 рівняння
(1 - Жі)2 + (X! - Х2)2 + ... + (ж„-і - Хп)2 + Х2п = —5—
п + 1
має єдиний розв'язок. Знайти цей розв'язок.
6. (532)
Задані два кола радіусів які дотикаються зовнішнім чином. Будуються різні трапеції АВСБ так, щоб кожне з кіл дотикалось обох бічних сторін та однієї з основ трапеції. Знайдіть найменшу можливу довжину бічної сторони АВ.
7. (533)
Відрізок довжини 1 повністю покритий деякою скінченною кількістю менших відрізків, які лежать на ньому. Довести, що ссрод цих відрізків можна знайти відрізки, які попарно не перетинаються,
сума довжин яких більше або дорівнює —.
8. (534)
Знайти усі такі функції /:№—>№, такі що для будь-яких дійсних х, у має місце рівність: /(ас3 + у3) = .т2/(.т) + у/(у2).
9. Дивись задачу № 523.
10. Дивись задачу № 528.
Математичний бій З
(21 грудня 2008 року, ліцей № Ц2)
Молодша ліга
1. (535)
Є три школи, в кожній з яких вчиться по 100 учнів. Причому кожен учень знає рівно 101-го учня з інших шкіл. Довести, що є три учні з різних шкіл, що попарно знайомі між собою.
2. (536)
Про цілі числа х, у, г відомо, що (х+у+г):6. Які може давати остачі при діленні на 6 число (х3 + у3 + 23)?

3. (537)
Женя і Андрій грають в таку гру. Женя ходить перший. Вони починають з трьох куп грошей по 1000 монет в кожній, причому одна з куп неактивна, дві інші - активні. Вони ходять по черзі. За крок дозволяється взяти довільну додатну кількість монет з активної купи і покласти їх в будь-яку іншу купу. Купа, в котру поклали монети робиться неактивною, дві інші - активними. Перший, хто не може зробити крок програє. Хто виграє при правильній грі?
4. (538)
У місті є п чудаків, кожен з яких знає свій жарт. У кожному e-mail відправник пише одержувачеві всі жарти, що він знає на цей момент. Скільки щонайменше e-mail потрібно надіслати, щоб псі чудаки знали всі жарти.
5. (539)
Знайти найменші натуральні числа х,у, для яких виконується рівність 12а; = 25у2.
6. (540)
На площині заданий опуклий чотирикутник ABCD. Позначимо через K,L,M,N середини його сторін AB, ВС, CD, DA відповідно. Довести, що існує трикутник зі сторонами KL, KM, KN.
7. (541)
Прямокутний трикутник ABC такий, що на його гіпотенузі AB вибрані точки Е та F (точка Е розташована проміж точками А та F ) такі, що трикутник CEF - рівносторонній; точка D - середина гіпотенузи. Доведіть, що ZDCF — 2ZACE.
8. (542)
Довести, що жоден дріб (правильний чи неправильний, додатній чи від'ємний) не задовольняє рівність х5 + х = 10.
9. (543)
Довести, що для непарних натуральних чисел а,Ь,с
. . , . ч (а + Ь Ь + с с + а\ справджується рівність: (а,о,с) = І—-—,—-—,—-— І , де через
(а:, у, z) позначений їх найбільший спільний дільник.
10. (544)
При яких значеннях параметру а рівняння х2 + ах + 1 = 0 та х2 + х 4- а мають принаймні один спільний корінь?
Середня ліга
1. Дивись задачу № 535.
{
х + у + 2 = З,
З З 3 о х + У +2 — З,
у цілих числах (х,у,г).
3. Дивись задачу № 537.
4. (546)
Довести, що для п > 2 виконується нерівність: (п!)2 > п".

5. (547)
Два кола проходять через вершину кута А та точку В на його бісектрисі таким чином, що сторони кута перетинають кожне коло. Довести, що відрізки, які знаходяться між цими колами, рівні.
ху + хг = 35,
6. (548)
Розв'язати систему рівнянь: уг + ху = 32,
гх + гу = 27.
7. Дивись задачу № 543.
8. (549)
Відомо, що (х + у/х2 + 1) (у + у/у2 + і) = 1- Знайти значення виразу х + у.
9. (550)
У ААВС на стороні АС вибрана точка В таким чином, що АВБС = ААВС. Якщо відомо, що АВ = 7 та ВС = 9. Знайти величину ВС.
10. Дивись задачу № 537.
Старша ліга
1. (551)
Нехай р - натуральне, більше 4. Довести, що в неорієнтованому графі без петель та без кратних ребер, в якому р вершин і (р + 4) ребра є два простих цикли, що не перетинаються. Цикл простий, якщо всі ребра циклу різні; цикли не перетинаються, якщо вони не мають спільних ребер.
2. Дивись задачу № 537.
3. (552)
На площині задана обмежена фігура Ф площею S. Довести, що існує така точка, що для будь-якої прямої, що проходить через неї, обидві частини, на які ця пряма ділить Ф, мали площу не менше ^ S.
4. (553)
Знайти всі такі функції / : (0, +оо) —> R, такі, що для будь- яких ж,у таких, що х+у > 0 виконується рівність f(x+y) = /(х2+у2).
5. Дивись задачу № 547.
6. (554)
Вершини А, С чотирикутника АВСВ відобразили симетрично діагоналі ВВ, а В, В - симетрично діагоналі АС. Отримали точки А\,В\,Сі,В\ відповідно. Довести, що SjA^CyDt)
S(ABCD)
7. (555) Відомо, що існують таю різні дійсні числа с, d, що с2 +ас+Ь = = 0, dP+ad+b = 0. Довести, що рівняння х4+ах3+(Ь—2)х2—ах+1 — 0 має 4 різних дійсних кореня.
8. (556)
Для невід'ємних чисел а, b, с довести нерівність:
а3
Ь3
с3
а + Ь + с
а? +ab + b2 + Ь2 + Ьс + (? с2+ са +а2 ~ З
9. (557)
Знайти усі натуральні значення п, для яких існують
{
х 4* у = ті2 Юх + у = пл
10. (558)
Знайти усі трійки натуральних чисел (x,y,z), для яких справджується рівність: 3 + х + у + z = xyz?
11. (559)
У трикутній пірамідо ABCD три ребра, що виходять з вершини D, взаємно перпендикулярні. Нехай Т - центр ваги грані ABC, а S - центр описаної навколо піраміди сфери. Довести, що точки Т, D, S належать одній прямій.
12. (560)
Відомо, що рівняння ах2 + Ьх + с = 0 та Ьх2 + сх + а — 0 при а ф 0 мають спільний корінь. Знайти цей спільний корінь.
